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基于 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇
的反向三 Ｉ算法的鲁棒性

罗敏霞，王雅萍
（中国计量学院理学院，浙江杭州３１００１８）

　　摘　要：　ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数具有很好的柔性，使得基于柔性化算子的模糊推理算法有良好的属性．本文基
于Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ距离标准研究ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ算子簇的性质及模糊推理算法的鲁棒性．证明了ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数
簇关于参数ｍ是单调递减的；ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角余范簇关于参数ｍ是单调递增的；并且给出了 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角
余范簇、三角范数簇及其诱导的剩余蕴涵簇的扰动；证明了 ｍ∈（０，∞）时，ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵簇（包含
Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｚｃ蕴涵）均适合用于模糊推理．进一步证明了：当 ｍ∈（０，∞）时，基于 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵簇的 ＦＭＰ反
向三Ｉ算法具有鲁棒性；当ｍ∈（０，∞）时，基于ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵簇的ＦＭＴ反向三Ｉ算法具有鲁棒性．
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１　引言

　　自从 Ｚａｄｅｈ于１９６５年提出模糊集的概念［１］，将原

来对命题的非此即彼的判断方法推广到用整个［０，１］
区间上的值来表示真值度，模糊理论就被广泛的应用

于数学和其他应用领域，在实践中越来越多的人使用

具有优势的模糊理论方法［２，３］．许多学者从不同的角度
研究了命题逻辑系统［４］进而研究模糊推理的应用．模
糊推理中的最基本推理模型是模糊假言推理（ＦＭＰ）问

题和模糊反驳推理（ＦＭＴ）问题［５］：

ＦＭＰ：给定规则Ａ→Ｂ并输入Ａ，输出Ｂ；
ＦＭＴ：给定规则Ａ→Ｂ并输入Ｂ，输出Ａ；
其中：Ａ，Ａ∈Ｆ（Ｘ），Ｂ，Ｂ∈Ｆ（Ｙ），Ｆ（Ｕ）表示论域

Ｕ的全体模糊子集构成的集合．
针对这一问题，Ｚａｄｅｈ提出了 ＣＲＩ（Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ

ＲｕｌｅｏｆＩｎｆｅｒｅｎｃｅ）模糊推理方法［６］，而 ＣＲＩ方法中合成
运算带有随意性，缺少严格的逻辑依据．１９９９年王国俊
教授首先提出了基于 Ｒ０算子的全蕴涵三 Ｉ算法

［５］，该
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算法避免了 ＣＲＩ方法中合成运算的随意性，并给出此
模糊推理算法的严格的逻辑基础．裴道武教授研究了
基于左连续三角范数诱导的剩余蕴涵的三Ｉ算法，并且
建立了基于 ＭＴＬ逻辑系统的三 Ｉ算法的可靠逻辑基
础［７，８］．罗敏霞教授选取一类更具柔性，更贴合实际应
用的三角范数簇，讨论了基于 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵
簇的全蕴涵三Ｉ算法以及其连续性［９］．

宋士吉等首次提出了反向三 Ｉ算法［１０］，其基本思

想是：已知Ａ∈Ｆ（Ｘ）和 Ｂ∈Ｆ（Ｙ），并且 Ａ∈Ｆ（Ｘ）（或
者Ｂ∈Ｆ（Ｙ）），对一切 ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，寻找最优的 Ｂ∈
Ｆ（Ｙ）（或者 Ａ∈Ｆ（Ｘ）），使得 Ａ→Ｂ最大程度的支
持Ａ→Ｂ，即使得（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））达
到最大可能值．

罗敏霞等进一步给出基于 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴
涵簇反向三 Ｉ算法［１１］，为实际应用提供更具柔性的模

糊推理算法．
在模糊控制中，实际的模糊推理模型很容易被不

同的噪声扰动．在模糊理论下分析鲁棒性问题是非常
有意义的［１２］，模糊推理的鲁棒性是为了测量在模糊推

理中一定的输入误差可以引起多大的输出误差．度量
误差的测量标准有相似度、Ｈａｍｍｉｎｇ距离、Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ距
离、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ距离、平均扰动、δ－扰动和（Ｔ，δ）－扰动
等等［１３～１６］，王国俊和段景瑶在文献［１５］提出正则度量
的概念，给出估算模糊推理鲁棒性另一种度量标准．这
些方法各有利弊，因为往往两个模糊集在一种距离的

定义下有较小的扰动，而在另一种距离的定义下有较

大的扰动，针对该问题，戴松松等人在文献［１７］中应用
更具有普遍意义的规范化 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ距离研究模糊连
接词及ＣＲＩ模糊推理算法的扰动，得到较理想的结论．
本文利用规范化 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ距离标准研究 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ
Ｓｋｌａｒ算子簇的扰动及基于 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵簇
的反向三Ｉ算法的鲁棒性．

２　预备知识

　　定义１［１８］　设Ｔ是［０，１］上的二元运算，Ｔ：［０，１］２

→［０，１］，任意ｘ，ｙ，ｚ∈［０，１］，如果满足下列条件：
（Ｔ１）Ｔ（ｘ，ｙ）＝Ｔ（ｙ，ｘ）；
（Ｔ２）Ｔ（ｘ，Ｔ（ｙ，ｚ））＝Ｔ（Ｔ（ｘ，ｙ）ｚ）；
（Ｔ３）当ｙ≤ｚ时，Ｔ（ｘ，ｙ）≤Ｔ（ｘ，ｚ）；
（Ｔ４）Ｔ（ｘ，１）＝ｘ．
则称Ｔ是一个三角范数．
设Ｓ是［０，１］上的二元运算，Ｓ：［０，１］２→［０，１］，任

意ｘ，ｙ，ｚ∈［０，１］，如果满足（Ｔ１），（Ｔ２），（Ｔ３），且满足
（Ｓ４）Ｓ（ｘ，０）＝ｘ，则称Ｓ是一个三角余范．
　　定义２［１８］　ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇 Ｔｍ（ｘ，ｙ）：
［０，１］２→［０，１］，且对任意ｘ，ｙ∈［０，１］，ｍ∈Ｒ，

Ｔｍ（ｘ，ｙ）＝

（ｍａｘ（０，ｘｍ＋ｙｍ－１））
１
ｍ， ｍ∈（－∞，０）∪（０，∞）

ｍｉｎ（ｘ，ｙ）， ｍ＝－∞　（ＴＭ）
ｘｙ， ｍ＝０　（ＴＰ）

０， （ｘ，ｙ）∈［０，１）２

ｍｉｎ（ｘ，ｙ），{ 其它
， ｍ＝∞ （ＴＤ











 ）

特别地，当ｍ＝１时，ＴＬ（ｘ，ｙ）＝ｍａｘ（０，ｘ＋ｙ－１）是
Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｚｃ三角范数．
　　定义３［１８］　ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角余范簇 Ｓｍ（ｘ，ｙ）：
［０，１］２→［０，１］，且对任意ｘ，ｙ∈［０，１］，ｍ∈Ｒ，

Ｓｍ（ｘ，ｙ）＝

１－（ｍａｘ（０，（１－ｘ）ｍ＋（１－ｙ）ｍ－１））
１
ｍ，

　　　　　ｍ∈（－∞，０）∪（０，∞）
ｍａｘ（ｘ，ｙ），　　　　ｍ＝－∞（ＳＭ）
ｘ＋ｙ－ｘｙ，　　　　ｍ＝０　（ＳＰ）

１，　（ｘ，ｙ）∈（０，１］２

ｍａｘ（ｘ，ｙ），　{ 其它
，　ｍ＝∞ （ＳＤ











 ）

特别地，当 ｍ＝１时，ＳＬ（ｘ，ｙ）＝ｍｉｎ（ｘ＋ｙ，１）是
Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｚｃ三角余范．
　　定义４［１９，２０］　ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇诱导的剩
余蕴涵簇Ｉｍ（ｘ，ｙ）；［０，１］

２→［０，１］，且对任意ｘ，ｙ∈［０，
１］，ｍ∈Ｒ，
Ｉｍ（ｘ，ｙ）＝

ｍｉｎ（１，（１－ｘｍ＋ｙｍ）
１
ｍ），ｍ∈（－∞，０）∪（０，∞）

１， ｘ≤ｙ
ｙ， ｘ＞{ ｙ

， ｍ＝－∞（ＩＧ）

ｍｉｎ（１，ｙｘ）， ｍ＝０（ＩＰ）

ｙ， ｘ＝１
１， ｘ≠{ １

， ｍ＝∞（ＩＤ













 ）

特别地，当ｍ＝１时，ＩＬ（ｘ，ｙ）＝ｍｉｎ（１，１－ｘ＋ｙ）是
Ｌｕｋａｓｉｗｅｉｚｅ蕴涵．
　　定义５［１７］　假设 Ａ和 Ｂ是论域 Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｎ｝上
的 模 糊 集， 则 称 ｄｐ（Ａ，Ｂ） ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜Ａ（ｘｉ）－Ｂ（ｘｉ）｜槡

ｐ为模糊集 Ａ和 Ｂ的规范化

Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ距离，其中ｐ∈［１，∞］为参数．
　　定义６　设 ｆ：［０，１］２→［０，１］，ε∈［０，１］，设 Ｘ＝
｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝与 Ｘ

′＝｛ｘ′１，ｘ
′
２，…，ｘ

′
ｎ｝是论域 Ｕ＝｛ｕ１，

ｕ２，…，ｕｎ｝上的模糊集，Ｙ＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ｝与 Ｙ
′＝｛ｙ′１，

ｙ′２，…，ｙ
′
ｎ｝是论域 Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝上的模糊集，εｉ∈

［０，１］（ｉ＝１，２），
Δｆ（（Ｘ，Ｙ），（ε１，ε２））＝

０６９
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　ＳＵＰ

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｆ（ｘｉ，ｙｉ）－ｆ（ｘ

′
ｉ，ｙ

′）ｉ｜槡
ｐ，

ｄｐ（Ｘ，Ｘ
′）≤ε１，ｄｐ（Ｙ，Ｙ

′）≤ε
{ }

２

称为函数ｆ在（Ｘ，Ｙ）的（ε１，ε２）灵敏度．其中

ｄｐ（Ｘ，Ｘ
′）＝

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ－ｘ

′
ｉ｜槡
ｐ，

ｄｐ（Ｙ，Ｙ
′）＝

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｙｉ－ｙ

′
ｉ｜槡
ｐ．

　　定义７
Δｆ（ε１，ε２）＝

ＳＵＰ
Ｘ∈Ｆ（Ｕ）
Ｙ∈Ｆ（Ｖ）

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｆ（ｘｉ，ｙｉ）－ｆ（ｘ

′
ｉ，ｙ

′）ｉ｜槡{ }ｐ ｄｐ（Ｘ，Ｘ′）≤ε１，
ｄｐ（Ｙ，Ｙ

′）≤ε２定义为函数ｆ最大灵敏度．
　　定义８　设

　　ｄｐ（Ｘ，Ｘ
′）＝

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ－ｘ

′
ｉ｜槡
ｐ≤ε１，

ｄｐ（Ｙ，Ｙ
′）＝

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｙｉ－ｙ

′
ｉ｜槡
ｐ≤ε２，

如果

ｄｐ（ｆ（Ｘ，Ｙ），ｆ（Ｘ
′，Ｙ′）＝

　
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ，ｙｉ）－ｆ（ｘ

′
ｉ，ｙ

′）ｉ槡
ｐ≤ε，

称函数ｆ由（ε１，ε２）输入引起的≤ε的输出扰动．
　　引理１［２１］　假设ｘ，ｙ＞０且ｘ≠ｙ，那么
ｒｘｒ－１（ｘ－ｙ）＞ｘｒ－ｙｒ＞ｒｙｒ－１（ｘ－ｙ）（ｒ＜０或ｒ＞１）
ｒｘｒ－１（ｘ－ｙ）＜ｘｒ－ｙｒ＜ｒｙｒ－１（ｘ－ｙ）（０＜ｒ＜１）
ｒｘｒ－１（ｘ－ｙ）＝ｘｒ－ｙｒ＝ｒｙｒ－１（ｘ－ｙ）（ｒ＝０或１，ｘ＝ｙ）
　　引理２［２２］　令Ｉ是一个有限指标集，那么

∨
ｉ∈Ｉ
ａｉ－∨ｉ∈Ｉｂｉ≤∨ｉ∈Ｉ ａｉ－ｂｉ；

∧
ｉ∈Ｉ
ａｉ－∧ｉ∈Ｉｂｉ≤∨ｉ∈Ｉ ａｉ－ｂｉ

　　引理３　假设ｘ，ｙ∈［０，１］且 ｒ＞１，那么｜ｘｒ－ｙｒ｜≤
ｒ｜ｘ－ｙ｜．由引理１可得该结论．

　　引理４　令函数 ｆ（ｘ）＝（ａｍ＋ｘｍ－１）
１
ｍ
，ｘ∈［ｃ，ｂ］

［０，１］（ｃ＜ｂ），ａ∈［０，１］，ｍ１且 ｍ≠０，那么｜ｆ（ｂ）
－ｆ（ｃ）｜≤｜ｂ－ｃ｜．
　　证明：由于ｆ（ｘ）是［ｃ，ｂ］上的可导函数，故

ｆ′（ｘ）＝（ａｍ＋ｘｍ－１）
１
ｍ－１·ｘｍ－１

＝（（ａｍ－１）·ｘ－ｍ＋１）
１－ｍ
ｍ ≤１，

因为ｆ（ｘ）在［ｃ，ｂ］连续，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ中值定理，至
少存在一点ξ∈（ｃ，ｂ）使得
ｆ（ｂ）－ｆ（ｃ）＝ｆ′（ξ）（ｂ－ｃ）≤ｂ－ｃ．

类似的，如果ｆ（ｃ）－ｆ（ｂ）０，应用Ｌａｇｒａｎｇｅ中值定
理，至少存在一点ξ∈（ｃ，ｂ）使得

ｆ（ｃ）－ｆ（ｂ）＝ｆ′（ξ）（ｃ－ｂ）≤ｃ－ｂ，

进而有，｜ｆ（ｂ）－ｆ（ｃ）｜＝｜ｆ′（ξ）（ｂ－ｃ）｜≤｜ｂ－ｃ｜．

　　引理５　令函数 ｇ（ｘ）＝（１－ａｍ＋ｘｍ）
１
ｍ
和 ｈ（ｘ）＝

（１－ｘｍ＋ａｍ）
１
ｍ
，在ｇ（ｘ）和ｈ（ｘ）两个函数中ａ∈［０，１］，

ｘ∈［ｂ，ｃ］［０，１］，则当ｍ∈（０，１］时，｜ｈ（ｂ）－ｈ（ｃ）｜≤
１
ｍ｜ｂ－ｃ｜

ｍ；｜ｇ（ｂ）－ｇ（ｃ）｜≤１ｍ｜ｂ－ｃ｜
ｍ．当 ｍ∈（１，∞）

时，｜ｈ（ｂ）－ｈ（ｃ）｜≤（ｍ｜ｂ－ｃ｜）
１
ｍ
；｜ｇ（ｂ）－ｇ（ｃ）｜

≤（ｍ｜ｂ－ｃ｜）
１
ｍ．

　　引理６（Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式）　令（ａ１，ａ２，…，ａｎ），
（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）∈Ｒ

ｎ，且１≤ｐ＜∞．那么

∑
ｎ

ｋ＝１
｜ａｋ＋ｂｋ｜( )ｐ １／ｐ≤ ∑

ｎ

ｋ＝１
｜ａｋ｜( )ｐ １／ｐ＋ ∑

ｎ

ｋ＝１
｜ｂｋ｜( )ｐ １／ｐ．

　　引理７［２３］　设Ａ，Ｂ∈（０，１）或 Ａ，Ｂ∈（１，＋∞），如
果 Ａ＋Ｂ＞１，则（Ａ＋Ｂ－１）Ｌｎ（Ａ＋Ｂ－１）ＡＬｎＡ
＋ＢＬｎＢ．
　　命题１［１１］　假设 ＦＭＰ问题中蕴涵算子是 Ｓｃｈｗｅｉ
ｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇诱导的剩余蕴涵簇，那么 ＦＭＰ反
向三Ｉ解的表达式为：对ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，

Ｂ（ｙ）＝
ｉｎｆ
ｘ∈Ｅｙ１

（（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））ｍ＋（Ａ（ｘ））ｍ－１）
１

{ }ｍ

ｉｎｆ
ｘ∈Ｅｙ２

（（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））ｍ＋（Ａ（ｘ））ｍ－１）
１

{ }{ ｍ

其中，Ｅｙ１ ＝｛ｘ∈ Ｘ｜ｍ≤０，Ａ（ｘ）→ Ｂ（ｙ）≠１，
（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））ｍ＋（Ａ（ｘ））ｍ－１＞０｝；Ｅｙ２＝｛ｘ∈Ｘ｜ｍ
＞０，（Ａ（ｘ）→ Ｂ（ｙ））ｍ ＋（Ａ （ｘ））ｍ －１＞０，

（１－（Ａ（ｘ））ｍ）
１
ｍ∨（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））＜１｝．

　　命题２［１１］　假设ＦＭＴ问题中的蕴涵算子是Ｓｃｈｗｅｉ
ｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇诱导的剩余蕴涵Ｉｍ（ｘ，ｙ）（ｍ＞０），
ＦＭＴ反向三Ｉ解Ａ的表达式为：对ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，
Ａ（ｘ）＝ｓｕｐ

ｙ∈Ｅｘ

｛１－（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））ｍ＋（Ｂ（ｙ））ｍ｝，

其中，Ｅｘ＝｛ｙ∈Ｙ｜ｍ＞０，Ｂ
（ｙ）∨（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））＜１，

Ｂ（ｙ）＜（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））｝

３　ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ模糊连结词的性质及其扰动
　　命题３　ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇 Ｔｍ（ｘ，ｙ）关于
ｍ是单调递减的，且
ＴＤ（ｘ，ｙ）≤Ｔｍ１（ｘ，ｙ）≤ＴＬ（ｘ，ｙ）≤Ｔｍ２（ｘ，ｙ）

≤ＴＰ（ｘ，ｙ）≤Ｔｍ３（ｘ，ｙ）≤ＴＭ（ｘ，ｙ），
其中，ｍ１∈（１，＋∞），ｍ２∈（０，１），ｍ３∈（－∞，０）．

证明：

（１）当 ｍ∈（１，＋∞）时，ＴＤ（ｘ，ｙ）≤Ｔｍ（ｘ，ｙ）≤
ＴＬ（ｘ，ｙ），且Ｔｍ（ｘ，ｙ）关于ｍ是单调递减的．

先证明ＴＤ（ｘ，ｙ）≤Ｔｍ（ｘ，ｙ）．当 ｍａｘ（ｘ，ｙ）＝１时，
不妨假设ｙ＝１，则 ＴＤ（ｘ，ｙ）＝ｘ＝Ｔｍ（ｘ，ｙ）；其他情形
ＴＤ（ｘ，ｙ）＝０≤Ｔｍ（ｘ，ｙ）．

下证 Ｔｍ（ｘ，ｙ）≤ＴＬ（ｘ，ｙ）（ｍ∈（１，＋∞）），且

１６９
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Ｔｍ（ｘ，ｙ）（ｍ∈［１，＋∞））关于ｍ是单调递减的．
当ｍ∈（１，＋∞）时，ｘ，ｙ∈（０，１），ｘｍ＋ｙｍ－１≤ｘ

＋ｙ－１．当ｘｍ＋ｙｍ≤１时，Ｔｍ（ｘ，ｙ）＝０≤ＴＬ（ｘ，ｙ）；当 ｘ
ｍ

＋ｙｍ＞１时，则Ｔｍ（ｘ，ｙ）＝ｘ
ｍ＋ｙｍ－１．

设 Ｔｍ（ｘ，ｙ）：［１，＋∞）→ Ｒ
＋，Ｔｍ（ｘ，ｙ）＝

（ｘｍ＋ｙｍ－１）１／ｍ是关于ｘ，ｙ，ｍ的一个多元函数，则
　　Ｌｎ（Ｔｍ（ｘ，ｙ））＝Ｌｎ（（ｘ

ｍ＋ｙｍ－１）１／ｍ）

＝１ｍＬｎ（ｘ
ｍ＋ｙｍ－１），

从而，

１
Ｔｍ（ｘ，ｙ）

·
（Ｔｍ（ｘ，ｙ））

ｍ

＝１
ｍ２
Ｌｎ（ｘｍ＋ｙｍ－１）＋ｘ

ｍＬｎｘ＋ｙｍＬｎｙ
ｍ（ｘｍ＋ｙｍ－１）

＝－（ｘ
ｍ＋ｙｍ－１）Ｌｎ（ｘｍ＋ｙｍ－１）＋ｘｍＬｎｘｍ＋ｙｍＬｎｙｍ

ｍ２（ｘｍ＋ｙｍ－１）

由引 理 ７， １
Ｔｍ（ｘ，ｙ）

·
（Ｔｍ（ｘ，ｙ））

ｍ
＜０，因 此

（Ｔｍ（ｘ，ｙ））
ｍ

＜０，从而，Ｔｍ（ｘ，ｙ）＝（ｘ
ｍ＋ｙｍ－１）１／ｍ（ｍ∈

［１，＋∞））关于 ｍ（ｍ∈［１，＋∞））是单调递减的．又
Ｔ１（ｘ，ｙ）＝ｘ＋ｙ－１＝ＴＬ（ｘ，ｙ），从而（ｘ

ｍ＋ｙｍ－１）１／ｍ≤ｘ
＋ｙ－１，即Ｔｍ（ｘ，ｙ）≤ＴＬ（ｘ，ｙ）．
（２）当（ｍ∈（０，１）时，ＴＬ（ｘ，ｙ）≤Ｔｍ（ｘ，ｙ）≤

ＴＰ（ｘ，ｙ），且Ｔｍ（ｘ，ｙ）关于ｍ是单调递减的．
（３）当ｍ∈（－∞，０）时，ＴＰ（ｘ，ｙ）≤Ｔｍ（ｘ，ｙ）≤ＴＭ

（ｘ，ｙ），且Ｔｍ（ｘ，ｙ）关于ｍ是单调递减的．
类似（１）的证明，可证（２）与（３）的结论．

　　注１　由命题３我们得到含有参数的三角范数簇
与参数ｍ之间的关系，且四种常用的三角范数包含在
其中，从而得到它们之间的关系［２４］：

ＴＤ（ｘ，ｙ）≤ＴＬ（ｘ，ｙ）≤ＴＰ（ｘ，ｙ）≤ＴＭ（ｘ，ｙ）．
　　命题４　ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角余范数簇关于ｍ单调
递增，即

ＳＭ（ｘ，ｙ）≤Ｓｍ１（ｘ，ｙ）≤ＳＰ（ｘ，ｙ）≤Ｓｍ２（ｘ，ｙ）
≤ＳＬ（ｘ，ｙ）≤Ｓｍ３（ｘ，ｙ）≤ＳＤ（ｘ，ｙ），

其中，ｍ１∈（－∞，０），ｍ２∈（０，１），ｍ３∈（１，∞）．
命题４可类似于命题３证明．

　　注２　由命题４我们得到含有参数的三角余范簇
与参数ｍ之间的关系，且四种常用的三角余范包含在
其中，从而得到它们之间的关系［２４］：

ＳＭ（ｘ，ｙ）≤ＳＰ（ｘ，ｙ）≤ＳＬ（ｘ，ｙ）≤ＳＤ（ｘ，ｙ）．
　　命题５　假设ｄｐ（Ａ，Ａ

′）≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，那么

ｄｐ（Ｔｍ（Ａ，Ｂ），Ｔｍ（Ａ
′，Ｂ′））≤

ε１＋ε２， ｍ∈（－∞，０）∪（０，∞）；

ε１＋ε２－ε１ε２， ｍ＝０；
ｍａｘ（ε１，ε２）， ｍ＝－∞，
１， ｍ＝










∞

　　证明：假设
Ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），Ａ

′＝（ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｎ）；

Ｂ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），Ｂ
′＝（ｂ′１，ｂ

′
２，…，ｂ

′
ｎ），

Ｃ＝Ｔｍ（Ａ，Ｂ）＝｛ｃｉ｝，Ｃ
′＝Ｔｍ（Ａ

′，Ｂ′）＝｛ｃ′ｉ｝，
ｉ＝１，２，…，ｎ．
当ｍ１时，

｜ｃｉ－ｃ
′
ｉ｜＝｜（ａ

ｍ
ｉ＋ｂ

ｍ
ｉ－１）

１／ｍ－（ａ′ｍｉ＋ｂ
′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ｜

≤１ｍ｜（ａ
ｍ
ｉ＋ｂ

ｍ
ｉ－１）－（ａ

′ｍ
ｉ＋ｂ

′ｍ
ｉ－１）｜（引理１）

≤１ｍ（｜ａ
ｍ
ｉ－ａ

′ｍ
ｉ｜＋｜ｂ

ｍ
ｉ－ｂ

′ｍ
ｉ｜）（引理３）

＝｜ａｉ－ａ
′
ｉ｜＋｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜

当ｍ＜１且ｍ≠０时，
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜＝｜（ａ

ｍ
ｉ＋ｂ

ｍ
ｉ－１）

１／ｍ－（ａ′ｍｉ＋ｂ
′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ｜
＝｜（ａｍｉ＋ｂ

ｍ
ｉ－１）

１／ｍ－（ａｍｉ＋ｂ
′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ

＋（ａｍｉ＋ｂ
′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ－（ａ′ｍｉ＋ｂ
′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ｜
＝｜（ａｍｉ＋ｂ

ｍ
ｉ－１）

１／ｍ－（ａｍｉ＋ｂ
′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ｜
＋｜（ａｍｉ＋ｂ

′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ－（ａ′ｍｉ＋ｂ
′ｍ
ｉ－１）

１／ｍ｜
≤｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜＋｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜（引理４）

则可得到，

ｄｐ（Ｔｍ（Ａ，Ｂ），Ｔｍ（Ａ
′，Ｂ′））

＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜槡
ｐ

＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜（ａｍｉ ＋ｂ

ｍ
ｉ －１）

１／ｍ －（ａ′ｍｉ ＋ｂ
′ｍ
ｉ －１）

１／ｍ｜
槡

ｐ

≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜＋｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜）槡

ｐ

≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜槡
ｐ＋

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜槡
ｐ（引理６）

≤ε１＋ε２
当ｍ＝０时，
设｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜＝Δａｉ≤ε１，｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜＝Δｂｉ≤ε２，则 ｄｐ（Ａ，

Ａ′）≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，不妨假设ａｉａ

′
ｉ，ｂｉｂ

′
ｉ则ａ

′
ｉ＝

ａｉ－Δａｉ，ｂ
′
ｉ＝ｂｉ－Δｂｉ．

ｄｐ（Ｔｍ（Ａ，Ｂ），Ｔｍ（Ａ
′，Ｂ′））

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜槡
ｐ

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ａｉ·ｂｉ－（ａｉ－Δａｉ）（ｂｉ－Δｂｉ）｜槡

ｐ

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ａｉΔｂｉ＋ｂｉΔａｉ－ΔａｉΔｂｉ｜槡

ｐ

２６９
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　≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜Δｂｉ＋Δａｉ－ΔａｉΔｂｉ｜槡

ｐ

　≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ε１＋ε２－ε１ε２｜槡

ｐ（Ｓｐ的单调性）

　≤ε１＋ε２－ε１ε２
其它情形类似可证明．

设ａｉ＝１，ａ
′
ｉ＝１－ε１，ｂｉ＝１，ｂ

′
ｉ＝１－ε２，则 ΔＴＰ（ε１，

ε２）＝ε１＋ε２－ε１ε２．
当ｍ＝－∞时，
设｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜≤ε１，｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜≤ε２，

ｄｐ（ＴＭ（Ａ，Ｂ），ＴＭ（Ａ
′，Ｂ′））

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜槡
ｐ

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｍｉｎ｛ａｉ，ｂｉ｝－ｍｉｎ｛ａ

′
ｉ，ｂ

′
ｉ｝｜槡

ｐ

　≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｍａｘ｛｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜，｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜｝槡

ｐ（引理２）

　≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｍａｘ｛ε１，ε２｝槡

ｐ ＝ｍａｘ（ε１，ε２）

设ａｉ＝１，ａ
′
ｉ＝１－ε１；ｂｉ＝１，ｂ

′
ｉ＝１－ε２；则 ｄｐ（Ａ，Ａ

′）

≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，此时有

ｄｐ（ＴＭ（Ａ，Ｂ），ＴＭ（Ａ
′，Ｂ′））

　　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｍｉｎ｛ａｉ，ｂｉ｝－ｍｉｎ｛ａ

′
ｉ，ｂ

′
ｉ｝｜槡

ｐ

　　＝ｍａｘ（ε１，ε２）
当ｍ＝∞时，

ＴＤ（ｘ，ｙ）＝
０， （ｘ，ｙ）∈［０，１）２

ｍｉｎ（ｘ，ｙ），{ 其它
，

设ａｉ＝１，ａ
′
ｉ＝１－ε１；ｂｉ＝１，ｂ

′
ｉ＝１－ε２；则 ｄｐ（Ａ，Ａ

′）

≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，而 ｄｐ（ＴＤ（Ａ，Ｂ），ＴＤ（Ａ

′，Ｂ′））＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜１－０｜

槡
ｐ ＝１．

　　注３　本命题给出一簇含参数的三角范数的扰动．
特别当ｍ＝０时，乘积三角范数的最大灵敏度是 ε１＋ε２
－ε１ε２；当ｍ＝１时，Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ三角范数的最大灵敏度
是ε１＋ε２；当ｍ＝－∞时，极小三角范数的最大灵敏度
是ｍａｘ（ε１，ε２）；当ｍ＝∞时，突变三角范数的最大灵敏
度是１，这种情形不具有鲁棒性．
　　命题６　假设ｄｐ（Ａ，Ａ

′）≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，那么

ｄｐ（Ｉｍ（Ａ，Ｂ），Ｉｍ（Ａ
′，Ｂ′））≤

１
ｍ（ε

ｍ
１＋ε

ｍ
２），ｍ∈（０，１］；

ｍ
１
ｍ（ε

１
ｍ
１ ＋ε

１
ｍ
２），ｍ∈（１，∞）；

１，　　　ｍ＝∞；
１，　　　ｍ＝０；
１，　　　ｍ＝－∞













；

命题６可类似于命题５证明．
　　注４　当ｍ∈（０，∞），含参数的蕴涵算子簇具有鲁
棒性，适合用于模糊推理；特别当 ｍ＝１时，Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ
蕴涵算子的最大灵敏度是 ε１＋ε２．另外，当 ｍ＝０时，
Ｇｏｇｕｅｎ蕴涵算子的最大灵敏度是 １；当 ｍ＝－∞时，
Ｇｏｄｅｌ蕴涵的最大灵敏度都是１；当 ｍ＝∞时，突变蕴涵
的最大灵敏度是１，这三种情形都不具有鲁棒性，从而
均不适合用于模糊推理．
　　命题７　假设ｄｐ（Ａ，Ａ

′）≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，那么

ｄｐ（Ｓｍ（Ａ，Ｂ），Ｓｍ（Ａ
′，Ｂ′））

≤

ε１＋ε２， ｍ∈（－∞，０）∪（０，∞）；

ε１＋ε２－ε１ε２， ｍ＝０；
ｍａｘ（ε１，ε２）， ｍ＝－∞；
１， ｍ＝










∞

证明：假设

Ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），Ａ
′＝（ａ′１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｎ）；

Ｂ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），Ｂ
′＝（ｂ′１，ｂ

′
２，…，ｂ

′
ｎ）；

Ｃ＝Ｓｍ（Ａ，Ｂ）＝｛ｃｉ｝，Ｃ
′＝Ｓｍ（Ａ

′，Ｂ′）＝｛ｃ′ｉ｝
ｉ＝１，２，…，ｎ
当ｍ１，

｜ｃｉ－ｃ
′
ｉ｜＝｜｛１－（（１－ａｉ）

ｍ＋（１－ｂｉ）
ｍ－１）１／ｍ｝

－｛１－（（１－ａ′ｉ）
ｍ＋（１－ｂ′ｉ）

ｍ－１）１／ｍ｝｜
≤｜（（１－ａｉ）

ｍ＋（１－ｂｉ）
ｍ－１）１／ｍ

－（（１－ａ′ｉ）
ｍ＋（１－ｂ′ｉ）

ｍ－１）１／ｍ｜
≤｜（（１－ａｉ）

ｍ＋（１－ｂｉ）
ｍ－１）１／ｍ

－（（１－ａｉ）
ｍ＋（１－ｂ′ｉ）

ｍ－１）１／ｍ｜
＋｜（（１－ａｉ）

ｍ＋（１－ｂ′ｉ）
ｍ－１）１／ｍ

－（（１－ａ′ｉ）
ｍ＋（１－ｂ′ｉ）

ｍ－１）１／ｍ｜
≤｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜＋｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜（引理４）

当ｍ≤１且ｍ≠０，
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜＝｜｛１－（（１－ａｉ）

ｍ＋（１－ｂｉ）
ｍ－１）１／ｍ｝

－｛１－（（１－ａ′ｉ）
ｍ＋（１－ｂ′ｉ）

ｍ－１）１／ｍ｝｜

≤１ｍ｜（（１－ａｉ）
ｍ＋（１－ｂｉ）

ｍ－１）

－（（１－ａ′ｉ）
ｍ＋（１－ｂ′ｉ）

ｍ－１）｜（引理３）

≤１ｍ（ｍ｜ａｉ－ａ
′
ｉ｜＋ｍ｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜）（引理１）

＝｜ａｉ－ａ
′
ｉ｜＋｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜

则可得到，

ｄｐ（Ｓｍ（Ａ，Ｂ），Ｓｍ（Ａ
′，Ｂ′））

　　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜槡
ｐ

≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜＋｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜）槡

ｐ

３６９
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≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜槡
ｐ

＋
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜槡
ｐ（引理６）

≤ε１＋ε２
当ｍ＝０时，
设｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜＝Δａｉ≤ε１，｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜＝Δｂｉ≤ε２，则 ｄｐ（Ａ，

Ａ′）≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，不妨假设ａ

′
ｉａｉ，ｂ

′
ｉｂｉ，则ａ

′
ｉ＝

ａｉ＋Δａｉ，ｂ
′
ｉ＝ｂｉ＋Δｂｉ，

ｄｐ（Ｓｍ（Ａ，Ｂ），Ｓｍ（Ａ
′，Ｂ′））

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜槡
ｐ

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜（ａｉ＋ｂｉ－ａｉ·ｂｉ）－（ａ

′
ｉ＋ｂ

′－ａ′ｉ·ｂ
′
ｉ）｜槡

ｐ

　≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜（１－ｂｉ）Δａｉ＋（１－ａｉ）Δｂｉ－ΔａｉΔｂｉ）｜槡

ｐ

　≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜Δｂｉ＋Δａｉ－ΔａｉΔｂｉ｜槡

ｐ

　≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ε１＋ε２－ε１ε２｜槡

ｐ（Ｓｐ的单调性）

　 ＝ε１＋ε２－ε１ε２
其它情形类似可证明．
设ａｉ＝ε１，ａ

′
ｉ＝０，ｂｉ＝ε２，ｂ

′
ｉ＝０，则 ΔＳＰ（ε１，ε２）＝ε１

＋ε２－ε１ε２．
当ｍ＝－∞时，设｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜≤ε１，｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜≤ε２，

ｄｐ（ＳＭ（Ａ，Ｂ），ＳＭ（Ａ
′，Ｂ′））

　　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｃｉ－ｃ

′
ｉ｜槡
ｐ

＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｍａｘ｛ａｉ，ｂｉ｝－ｍａｘ｛ａ

′
ｉ，ｂ

′
ｉ｝｜槡

ｐ

≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｍａｘ｛｜ａｉ－ａ

′
ｉ｜，｜ｂｉ－ｂ

′
ｉ｜｝槡

ｐ（引理２）

≤
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｛ｍａｘ（ε１，ε２）｝槡

ｐ ＝ｍａｘ（ε１，ε２）．

设ａｉ＝ε１，ａ
′
ｉ＝０；ｂｉ＝ε２，ｂ

′
ｉ＝０，则 ｄｐ（Ａ，Ａ

′）≤ε１，
ｄｐ（Ｂ，Ｂ

′）≤ε２，此时
ｄｐ（ＳＭ（Ａ，Ｂ），ＳＭ（Ａ

′，Ｂ′））

　 ＝
ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｍａｘ｛ａｉ，ｂｉ｝－ｍａｘ｛ａ

′
ｉ，ｂ

′
ｉ｝｜槡

ｐ

　 ＝ｍａｘ（ε１，ε２）
当ｍ＝∞时，

ＳＤ（ｘ，ｙ）＝
０， （ｘ，ｙ）∈（０，１］２

ｍａｘ（ｘ，ｙ），{ 其它

设ａｉ＝０，ａ
′
ｉ＝ε１；ｂｉ＝１，ｂ

′
ｉ＝１－ε２；则 ｄｐ（Ａ，Ａ

′）≤

ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，而

ｄｐ（ＳＤ（Ａ，Ｂ），ＳＤ（Ａ
′，Ｂ′））＝

ｐ
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜１－０｜

槡
ｐ ＝１

　　注５　本命题给出一簇含参数的三角余范的扰动．
特别当ｍ＝０时，概率和三角余范的最大灵敏度是 ε１＋
ε２－ε１ε２；当ｍ＝１时，Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ三角余范的最大灵敏
度是ε１＋ε２；当ｍ＝－∞时，极大三角余范的最大灵敏
度是ｍａｘ（ε１，ε２）；当ｍ＝∞时，突变和三角余范的最大
灵敏度是１，这种情形不具有鲁棒性．

４　基于 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵簇的反向
三Ｉ算法的鲁棒性

　　定理 １　假设 ｄｐ（Ａ，Ａ
′）≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ

′）≤ε２，
ｄｐ（Ａ

，Ａ′）≤ε３，Ｂ
和 Ｂ′是 ＦＭＰ反向三 Ｉ解（ｍ∈

（０，∞）），则

ｄｐ（Ｂ
，Ｂ′）≤

１
ｍ（ε

ｍ
１＋ε

ｍ
２）＋ε３， ｍ∈（０，１］

ｍ
１
ｍ（ε

１
ｍ
１ ＋ε

１
ｍ
２）＋ε３， ｍ∈（１，∞{

）

证明：当ｍ∈（０，∞）时，令
Ａ＝（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｎ），Ａ

′＝（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｎ）；
Ｂ＝（ｂ１１，ｂ１２，…，ｂ１ｋ），Ｂ

′＝（ｂ２１，ｂ２２，…，ｂ２ｋ）；
Ｃ＝Ｉｍ（Ａ，Ｂ），Ｃ

′＝Ｉｍ（Ａ
′，Ｂ′）；

（Ｃｍ＋（Ａ）ｍ－１）１／ｍ＝｛ｄｑｉ｝；
（Ｃ′ｍ＋（Ａ′）ｍ－１）１／ｍ＝｛ｄ′ｑｉ｝；
ｑ＝１，２，…，ｎｋ；ｉ＝１，２，…，ｎ
则由命题６，

ｄｐ（Ｃ，Ｃ
′）≤

１
ｍ（ε

ｍ
１＋ε

ｍ
２）， ｍ∈（０，１］

ｍ
１
ｍ（ε

１
ｍ
１ ＋ε

１
ｍ
２）， ｍ∈（１，∞{

）

．

再由命题１和命题５，

ｄｐ（Ｂ
，Ｂ′）≤

ｐ
１
ｎ２ｋ∑

ｎｋ

ｑ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｄｑｉ－ｄ

′
ｑｉ｜槡

ｐ

≤
１
ｍ（ε

ｍ
１＋ε

ｍ
２）＋ε３，ｍ∈（０，１］

ｍ
１
ｍ（ε

１
ｍ
１ ＋ε

１
ｍ
２）＋ε３，ｍ∈（１，∞

{
）

　　注６　本定理给出基于一簇含参数的蕴涵算子的
ＦＭＰ反向三 Ｉ算法的鲁棒性，特别当 ｍ＝１时，基于
Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵算子的ＦＭＰ反向三 Ｉ解的最大灵敏度
是ε１＋ε２＋ε３．由命题６可知，其它三种常用的蕴涵运
算均不适合做模糊推理连接词．
　　定理 ２　假设 ｄｐ（Ａ，Ａ

′）≤ε１，ｄｐ（Ｂ，Ｂ
′）≤ε２，

ｄｐ（Ｂ
，Ｂ′）≤ε３，Ａ

和 Ａ′是 ＦＭＴ反向三 Ｉ解（ｍ∈
（０，∞）），则

ｄｐ（Ａ
，Ａ′）≤

１
ｍ［（

１
ｍ（ε

ｍ
１＋ε

ｍ
２））

ｍ＋εｍ３］，ｍ∈（０，１］

ｍ
１
ｍ［（ｍ

１
ｍ（ε

１
ｍ
１ ＋ε

１
ｍ
２））

１
ｍ ＋ε

１
ｍ
３］，ｍ∈（１，∞

{
）

４６９
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证明：当ｍ＞０时，令
Ａ＝（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｎ），Ａ

′＝（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｎ）；
Ｂ＝（ｂ１１，ｂ１２，…，ｂ１ｋ），Ｂ

′＝（ｂ２１，ｂ２２，…，ｂ２ｋ）；
Ｃ＝Ｉｍ（Ａ，Ｂ），Ｃ

′＝Ｉｍ（Ａ
′，Ｂ′）；

（１－Ｃｍ＋（Ｂ）ｍ）１／ｍ＝｛ｄｑｉ｝；
（１－Ｃ′ｍ＋（Ｂ′）ｍ）１／ｍ＝｛ｄ′ｑｉ｝；
ｑ＝１，２，…，ｎｋ；ｉ＝１，２，…，ｎ
由命题６，

ｄｐ（Ｃ，Ｃ
′）≤

１
ｍ（ε

ｍ
１＋ε

ｍ
２），ｍ∈（０，１］

ｍ
１
ｍ（ε

１
ｍ
１ ＋ε

１
ｍ
２），ｍ∈（１，∞

{
）

．

再由命题２与命题６，
　　ｄｐ（Ａ

，Ａ′）

　≤
ｐ
１
ｎ２ｋ∑

ｎｋ

ｑ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｄｑｉ－ｄ

′
ｑｉ｜槡

ｐ

≤
［（
１
ｍ（ε

ｍ
１＋ε

ｍ
２））

ｍ＋εｍ３］，ｍ∈（０，１］

［（ｍ
１
ｍ（ε

１
ｍ
１ ＋ε

１
ｍ
２））

１
ｍ ＋ε

１
ｍ
３］，ｍ∈（１，∞

{
）

５　结论
　　本文以Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ距离为度量标准，研究Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ
Ｓｋｌａｒ三角范数簇、三角余范簇及其诱导的剩余蕴涵簇
的单调性及其扰动．证明了 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇
关于参数ｍ是单调递减的；ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角余范簇
关于参数ｍ是单调递增的；并且给出四种著名的三角
范数及三角余范的序．给出了 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角余范
簇、三角范数簇及其诱导的剩余蕴涵簇的扰动；证明了

ｍ∈（０，∞）时，ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵算子簇具有很
好的鲁棒性，均适合用于模糊推理．文献［１１］给出了的
基于ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵簇反向三Ｉ算法解的一般
表达式，在此基础上，结合 ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇
及其诱导的剩余蕴涵簇的扰动研究得到，当 ｍ∈（０，
∞）时，基于ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ剩余蕴涵簇的 ＦＭＰ反向三
Ｉ算法具有鲁棒性；当 ｍ∈（０，∞）时，基于 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ
Ｓｋｌａｒ剩余蕴涵簇的ＦＭＴ反向三 Ｉ算法具有鲁棒性．因
其为模糊控制等应用提供了可靠的理论依据，使得基

于柔性ＳｃｈｗｅｉｚｅｒＳｋｌａｒ三角范数簇的模糊推理算法具
有更广泛、更实际的应用前景．
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